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1 集合

高中集合内容与数学分析的集合内容大同小异，所以我会直接引用数学分析的内容

来写，对于高中没有的内容会有特别标注。

1.1 集合的定义

集合

定义：集合是具有某种特定性质的具体或抽象的对象汇集成的总体，这些对象称为
该集合的元素。 ♡

一般情况下, 用大写字母 A,B,C, . . . 表示集合, 用小写字母 a, b, c, . . . 表示元素。集

合可以通过 A = {a, b, c, . . .} 来表示集合 A 含有元素 a, b, c, . . .

例如：由 2∼5 之间整数组成的集合 A，其中 A 有 2,3,4,5 这四个元素。可表示为
A = {2, 3, 4, 5}

集合的性质：无序性，互异性以及元素具有确定性。

无序性：元素先后位置不会影响集合，如:{a, b, c} = {b, c, a}
互异性：元素之间互不相同，如不存在 {a, a, b}
确定性：元素是一个确定的对象，高中数学不研究模糊性质，如不存在元素“高个子”。

空集：不包含任何元素的集合，用 ϕ 表示

全集：含有研究的所有对象的集合

集合的表示方法：

枚举法: 将元素逐一列举，如 A = {a, b, c, d}
描述法：描述元素具有的性质 P , 如 A = {x|x 具有性质 P}
高中还有特别说明用 Venn 图以及区间可表示集合

1.1.1 集合与元素、集合的关系

集合与元素的关系：

x ∈ S, (x属于S)

x /∈ S, (x不属于S)
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也有用 x∈S 来表示“不属于”关系。
集合与集合的关系：

S ⊂ T , 意为 ∀x ∈ S ⇒ x ∈ T , 称为 S 是 T 的子集 (高中用 S ⊆ T ��)
S 6⊂ T , 意为 ∃x ∈ S ⇒ x /∈ T，故 S 不是 T 的子集 (高中用 S ⊈ T 表示)
S = T ⇐⇒ S ⊂ T, T ⊂ S

S ⫋ T , 意为 S ⊂ T, ∃x ∈ T, x /∈ S,S 称为 T 的真子集

区间表示：

(a, b) = {x|a < x < b} ,闭区间

[a, b] = {x|a ≤ x ≤ b},开区间

(a, b] = {x|a < x ≤ b} ,半开半闭区间

常用集合：R实数集,Q有理数集,Z整数集,N自然数集1，其中蕴含关系：R ⊃ Q ⊃ Z ⊃ N+

计算一个集合的子集个数，如果集合 T = {a1, a2, a3, . . . , an}，则共有 2n 个子集，

2n − 1 个真子集，2n − 2 个非空真子集，其结论由组合数推出2

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n

1.2 集合的运算

集合的基本运算分为交并补差 (高中不学差运算) 运算律：
交换律：

A
⋃
B = B

⋂
A

A
⋂
B = B

⋂
A

结合律：

A
⋃(

B
⋃
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋃

C

A
⋂(

B
⋂
C
)
=
(
A
⋂
B
)⋂

C

1N+ 或 N∗ 正整数集
2(n

i

)
就是组合数，高中用 Ci

n 表示，上下是相反的
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分配律：

A
⋂(

B
⋃
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋂(

A
⋃
C
)

A
⋃(

B
⋂
C
)
=
(
A
⋃
B
)⋂(

A
⋃
C
)

对偶率3

(
A
⋃
B
)C

= AC
⋂
BC

A
⋃
B = A

⋂
B

交集：S
⋂
T = {x|x ∈ S 且 x ∈ T}

并集：S
⋃
T = {x|x ∈ S 或 x ∈ T}

补集：SC
X 或 CXS=X\S

通常将 SC
X 记为 SC ,X 为全集。

差集：S\T{x|x ∈ S 且 x /∈ T}

有限集与无限集：有限个元素组成为有限集，不是有限集的集合为无限集 (高中一般
研究有限集)

3德摩根率，有些旧书叫反演率
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集合 A 的元素个数，高中常用 cardA 表示，有

card
(
A
⋃
B
)
= cardA+ cardB − card

(
A
⋂
B
)

1.3 充分条件与必要条件

对于两个事件 p, q, 如果：

1. p⇒ q，则称事件 p 是事件 q 的充分条件，而 q 是 p 的必要条件。

2. p⇏ q, 则称事件 p 不是事件 q 的充分条件，而 q 不是 p 的必要条件。

3. p⇔ q, 则称事件 p 是事件 q 的充分必要条件简称充要条件

举个例子：p : x < 3, q : x < 2, 不难知道，p 是 q 的必要不充分条件，也就是

p⇏ q, q ⇒ p

1.4 全称量词与存在量词

“若 p 则 q”称为一个命题

1.“所有的，任意一个”为全称量词，用 ∀ 表示

2.“存在一个，至少有一个”为存在量词，用 ∃ 表示

事件 p 的否定用 ¬p 表示，概率论中也有类似表示如概率空间中 A 的反，就是 A

p ∧ q 为 p 且 q, 可以想为串联电路或交集
p ∨ q 为 p 或 q, 可以联想并联电路或并集

1. 互逆命题：“若 p 则 q”的逆命题为“若 q 则 p”

2. 互否命题：“若 p 则 q”的否命题为“若 ¬p 则 ¬q”

3. 互为逆否命题：“若 p 则 q”的逆否命题为“若 ¬q 则 ¬p”

原命题 逆命题 否命题 逆否命题

真 真 真 真

真 假 假 真

假 真 真 假

假 假 假 假
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主要记住原命题与逆否命题真假一致就行了。

对于全称命题的否定：

∀x ∈ S, p(x)

∃x ∈ S,¬p(x)

同理对特称量词的否定：

∃x ∈ S, p(x)

∀x ∈ S,¬p(x)
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2 不等式

2.1 不等式基本性质

用不等号 (<,>,⩽,⩾, 6=) 表示不等关系的式子叫不等式。
基本事实：对于 a, b ∈ R 有

a− b > 0 ⇐⇒ a > b

a− b = 0 ⇐⇒ a = b

a− b < 0 ⇐⇒ a < b

不等式性质

1. a > b ⇐⇒ b < a (对称性)

2. a > b, b > c ⇐⇒ a > c (传递性)

3. 如果 a > b，则 a+ c > b+ c

4. 如果 a > b, c > 0，则 ac > bc

如果 a > b, c < 0，则 ac < bc

5. 如果 a > b, c > d，则 a+ c > b+ d

6. 如果 a > b > 0, c > d > 0，则 ac > bd

7. 如果 a > b > 0，那么 an > bn (n ∈ N, n ⩾ 1)

8. 如果 a > b > 0，那么 n
√
a > n

√
b (n ∈ N, n ⩾ 2)

比较大小一般用作差法和作商法

作差法：利用 a− b > 0 ⇐⇒ a > b 思路，将其化为恒等式后判断。

作商法 a > 0, b > 0 有 a
b
> 1 ⇒ a > b，可用 a

b
的值来判断。

2.2 基本不等式

由 (a+ b)
2 ⩾ 0 推出：

a2 + b2 ⩾ 2ab

当且仅当 a = b 时等号成立
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如果令 a =
√
x, b =

√
y 则

x+ y ⩾ 2
√
xy (x, y ⩾ 0)

这是平均值不等式的一种，在“2.4.3平均值不等式”会提到。
基本不等式常见变形：

b

a
+
a

b
⩾ 2, (ab > 0)

两个不定值的最值，通常是通过变形为一方，使另一方为定值。

2.3 一元二次不等式

例如一元二次不等式 ax2 + bx+ c < 0
画出 ax2 + bx + c 的函数图像可知，其实就是求函
数图像在 x 轴以下的部分的 x 取值范围。同理可得
ax2 + bx + c > 0 就是求函数图像在 x 轴以上的部分
的 x 取值范围。

y

x

ax2 + bx+ c

图 1: 一元二次不等式

一般解法:

1. 求
√
∆ =

√
b2 − 4ac，这一步是为了判断函数图像与 x 轴是否有交点

2. 通过 a 判断开口方向,a > 0 开口向上，a < 0 开口向下

3. 计算 x 取值范围

2.4 补充

不是很常用但还是蛮重要的一些不等式。

2.4.1 柯西不等式

(
n∑

i=1

xiyi

)2

⩽
(

n∑
i=1

x2i

)(
n∑

i=1

y2i

)
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当且仅当 xi

yi
为定值时等号成立，看着蛮复杂，其实就是 n 维向量内积，即：

−→x−→y
|x| |y|

= cos θ

0 ⩽ cos2 θ ⩽ 1

2.4.2 三角不等式

对于 ∀a, b ∈ R 有：
||a| − |b|| ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b|

2.4.3 平均值不等式

设有 n 个正实数 a1, a2, . . . , an，记：

算术平均数An =
a1 + a2 + . . .+ an

n

几何平均数Gn = n
√
a1a2 . . . an

调和平均数Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an
+

平方平均数Qn =

√
a21 + a22 + . . .+ a2n

n

An, Gn,Hn, Qn 它们有如下关系：

Hn ⩽ Gn ⩽ An ⩽ Qn

基本不等式就是 G2 ⩽ A2 的情况。
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3 函数的概念与性质

函数这节我觉得数分教材讲的更容易理解，高中特有的幂函数我多分一节来讲

3.1 映射

映射是两集合的一种对应关系。

x ∈ X, y ∈ Y，通过规则 f，使任意 x，有唯一 y 对应，称 f 为 X 到 Y 的映射，记

为 f : X → Y

x 7→ y = f(x)

其中，y 称为映射 f 的之下 x 的像

x 称为映射 f 之下 y 的逆像或原像

X 为定义域，记为 Df，Y 为陪域
4

x 的像 y 的全体为值域，记为 Rf，Rf ⊂ Y

Rf = {y|y ∈ Y ∧ y = f(x), x ∈ X}

构成一个映射的三要素 (高中为函数的三要素)：

1. X，即 Df = X

2. Y，Rf ⊂ Y

3. f，使每一个 x ∈ X，有唯一的 y = f(x)

映射要求元素的像是唯一的，但不要求逆像也具有唯一性

若：f : X → Y

f 的逆像也唯一，则 f 为单射

若 Rf = Y，则 f 称为满射

若又是单射又是满射，则 f 称为双射或一一对应。

3.1.1 逆映射

设 f : X → Y 是单射，则有对应关系：

g : Rf → X

y 7→ x (f(x) = y)

4陪域 (Codomain) 又称上域、到达域，一般教材中不会特别说明
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构成 Rf 到 X 的映射，称为 f 的逆映射，记为 f−1，其定义域为 Df−1 = Rf，值域为

Rf−1 = X

3.1.2 复合映射

设有两个映射

g : X → U1

x 7→ u = g(x)
(1)

f : U2 → Y

u 7→ y = f(u)
(2)

如果 Rg ⊂ U2 = Df，那么就可以构造一个新的对应关系

f ◦ g : X → Y

x 7→ y = f (g(x))

这是一个映射，我们将之称为 f 和 g 的复合映射。(关键在于 Rg ⊂ Df 是否成立)
要注意 f ◦ g 与 g ◦ f 一般是不同的。有两个恒等式：

f ◦ f−1(y) = y, y ∈ Rf

f−1 ◦ f(x) = x, x ∈ X

3.1.3 一元实函数

设 X ⊂ R, Y ⊂ R 则映射

f : X → Y

x 7→ y = f(x)

称为一元实函数，简称函数。x 为自变量，y 为因变量，f 函数关系。

3.2 初等函数

基本初等函数有 6 类分别是：

1. 常数函数：y = c

2. 幂函数：y = xα(α ∈ R)
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3. 指数函数：y = ax(a > 0 ∧ a 6= 1)

4. 对数函数：y = loga x(a > 0 ∧ a 6= 1)

5. 三角函数：如 y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx 等

6. 反三角函数：如 y = arcsinx, y = arccosx, y = arctanx 等

由基本初等函数经过有限次的四则运算与复合运算产生的函数称为初等函数。

初等函数的自然定义域是指自变量的最大取值范围，如 sinx 的自然定义域就是 R，
loga x(a > 0, a 6= 1) 的自然定义域就是 R+ = (0,+∞)。

当两个函数的 f,Df 相同时，则它们为同一函数 (即定义域与对应法则相同为同一函
数)

3.3 函数表示

3.3.1 分段表示

如，A ∪B 6= ∅

f(x) =

{
ψ(x) , x ∈ A

φ(x) , x ∈ B

A∪B = Df , 这样的函数表示称为函数的分段表示。这里只分了两段，但其实可以分为任
意有限段，甚至无限多段。

3.3.2 显式与隐式表示

像 y = f(x)，因变量单独放等式的一边，另一边是只含自变量的表达形式，这称为

函数的显示表示

而函数的隐式表示，是指通过方程 F (x, y) = 0 来确定变量 y 与 x 的关系，这也是一

种重要的表示形式

当只考虑圆方程的上或下半圆时，x2 + y2 = R2, y ⩾ 0(或 y ⩽ 0) 就是它的隐式表示。

3.3.3 参数表示

表示 x, y 之间的关系时，需要引入参数 t，通过建立 t 与 x，t 与 y 之间的关系来确

定 x, y 之间的关系，即 {
x = x(t) , t ∈ [a, b]

y = y(t) , t ∈ [a, b]
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这种方法叫函数的参数表示5。

3.4 函数的简单特性

3.4.1 有界性

对于常数 m,M，使得函数 y = f(x), x ∈ D 满足

m ⩽ f(x) ⩽M

称 f 在 D 有界，其中 m 为它的下界，M 为它的上界。

可知一个函数有界时它的上界和下界是不唯一的。

另一个有界函数定理是：存在常数 M > 0 使函数 y = f(x), x ∈ D 满足 |f(x)| ⩽
M,x ∈ D

3.4.2 单调性

对函数 y = f(x), x ∈ D,∀x1, x2 ∈ D,x1 ⩽ x2 都有 f(x1) ⩽ f(x2)，则称函数 f 在 D

上单调增加，记作 f ↑ 当 ⩽ 变为 < 时称为严格单调增加，记作 f 严格 ↑，同理有单调减
少和严格单调减少。

在一个区间的连续的单射函数是单调的。

3.4.3 奇偶性

函数 f 的定义域 D 关于原点对称，即是 x ∈ D ⇐⇒ −x ∈ D，若对一切 x 有

f(−x) = f(x) 则 f 是偶函数，若对一切 x 有 −f(x) = f(−x) 则 f 是奇函数.
可以理解为奇函数关于原点对称，偶函数关于 y 轴对称。

3.4.4 周期性

若存在常数 T > 0 使得对一切 x ∈ D，成立 f(x+ T ) = f(x)，则称函数 f 是周期函

数，T 为它的周期，若存在满足上述条件的最小的 T，则称它为最小周期。

但并非每个周期函数都有最小周期的，如迪利克雷函数不存在最小周期。

3.5 幂函数（高中内容）

f(x) = ax(a 是常数)，可知 f(x) 恒过 (1,1)

5tikz 宏包中，绘制函数图像就是用的参数表示方法
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4 指数与对数

4.1 指数

xn = a，x 叫 a 的 n 次方根， n
√
a 叫根式，n 为根指数，a 为被开方数。

a
m
n = n

√
am

特别的有 n
√
0 = 0;

a−n =
1

an

运算性质：若 a > 0, b > 0, r, s ∈ Q 则

aras = ar+s

(ar)
s
= ars

(ab)
r
= arbr

4.1.1 指数函数

y = f(x) = ax(a > 0, a 6= 1, Df = R)

如图指数函数大致分两种情况：a ∈ (0, 1) 和 a ∈
(1,+∞)。

1. 当 a ∈ (0, 1) 时，f(x) 在 R 上单调递减，而且当
a 越接近 0 时，函数变化率越大，设有 a1, a2 ∈
(0, 1), a1 > a2，那么有 f1(x) < f2(x), x ∈
(−∞, 0)，和 f1(x) > f2(x), x ∈ (0,+∞)

2. 当 a ∈ (1,+∞) 时，f(x) 在 R 上单调递增，而
且当 a 越接近 +∞ 时，函数变化率越大，设
有 a1, a2 ∈ (1,+∞), a1 > a2，那么有 f1(x) <
f2(x), x ∈ (−∞, 0)，和 f1(x) > f2(x), x ∈
(0,+∞)

可以看出指数函数的图像恒过 (0, 1)

y

x

y = 2x

y =
(
1
2

)x

图 2: 指数函数
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4.2 对数

定义一种运算，若 ax = N(a > 0, a 6= 1) 有 logaN = x 其中 a 叫做底数，N 叫做真

数，特别的有：

log10 x = lgx

loge x = lnx

loga 1 = 0

loga a = 1

运算性质：

1. loga(MN) = logaM + logaN

2. loga
M
N

= logaM − logaN

3. logaM
N = N logaM

4. 恒等式：aloga N = N

5. 换底公式：loga b =
logc b

logc a

4.2.1 对数函数

y = f(x) = loga x 对数函数，Df = (0,+∞)，恒过点 (1, 0)。

如图对数函数也分两种情况：a ∈ (0, 1) 和 a ∈
(1,+∞)。

1. 当 a ∈ (0, 1) 时，f(x) 在 (0,+∞) 上单调递
减，而且当 a 越接近 0 时，函数变化率越小，
设有 a1, a2 ∈ (0, 1), a1 > a2，那么有 f1(x) >
f2(x), x ∈ (0, 1)，和 f1(x) < f2(x), x ∈ (1,+∞)。

2. 当 a ∈ (1,+∞) 时，f(x) 在 (0,+∞) 上单调递
增，而且当 a 越接近 +∞ 时，函数变化率越小，
设有 a1, a2 ∈ (1,+∞), a1 > a2，那么有 f1(x) >
f2(x), x ∈ (0, 1)，和 f1(x) < f2(x), x ∈ (1,+∞)。

y

x

y = log2 x

y = log 1
2
x

图 3: 对数函数
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4.3 反函数

设函数 f(x) = y，若得到一个函数 g(y) = x，这样的函数叫 f(x) = y 的反函数，记

作 x = f−1(y) 或 arcf(x) = g(x), 其中有 Dg = Rf , Df = Rg，一般存在反函数的条件是

原函数是一一对应的。

4.4 函数应用 (求零点)

f(x) = 0 时，x 的值叫做零点。

4.4.1 零点存在定理

高中的定义：如果函数 y = f(x) 在区间 [a, b] 上的图像是连续不断的一条曲线，并

且有 f(a) · f(b) < 0，那么，函数 y = f(x) 在区间 (a, b) 内有零点，即存在 c ∈ (a, b)，使

得 f(c) = 0，这个 c 也就是方程 f(x) = 0 的根。

数学分析中的定义：若函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 连续，且 f(a) · f(b) < 0，则一定存

在 ξ ∈ (a, b)，使 f(ξ) = 0。

顺带一提连续函数的定义：若函数 f(x)在区间 (a, b)的每一点都连续，则称函数 f(x)

在开区间 (a, b) 上连续；

以及函数 f(x) 在 x0 处连续的定义 (文字语言，ε −N 语言太难懂了就不写了)：设
函数 f(x) 在点 x0 的某个邻域中有定义，且成立

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

则称函数 f(x) 在 x0 连续，而称 x0 是函数 f(x) 的连续点。

求零点常用二分法，利用零点存在定理，将开区间一分为二，不断逼近零点
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5 三角函数

5.1 角的一些定义

任意角：一个射线绕端点旋转到另一个位置的图形。有始边，终边以及一个角祖成。

规定按逆时针旋转的为正角，顺时针旋转为负角，没旋转就是零角。

α− β = α+ (−β)

与 α 终边相同的角组成集合 S：

S = {β|β = α+ k · 2π, k ∈ Z}

5.1.1 弧度制

角度大小的一种表示方式，如图，弧 AB = l，OA = r,
由定义 α = l

r
，可知 α 的大小，单位为 rad，这就是

弧度制，有 180◦ = πrad。
对于弧度制看可以类比 tanα = sin α

cos α 来记忆。

扇形公式：πr2n◦

360◦
= S 其中 n◦

360◦
= α

2π
，则有

S =
αr2

2
=
lr

2

A

B

α

rO

l

图 4: 弧度制

5.2 三角函数一些简单变换

可以推出一个重要的恒等式：

sin2 α+ cos2 α = 1

5.2.1 诱导公式

诱导公式就是将一些角通过简单变换化为我们知道的角。不用背诱导公式，只要理解

其内核，在脑内就可以推算。

1. π 在弧度制中代表着 180◦，所以三角函数中加或减 π 在几何意义上来说是将角加一

个平角，也就是转一个 180◦。
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如图，该圆为半径为 1 的圆 (单位圆)，其圆上任意一
点都可以用 (x, y) 表示，其中 x2 + y2 = 1，以 x 轴正
半轴为始边，由初中知识可以知道第一象限单位圆的
点可以用 (cosα, sinα) 表示，至此可以将三角函数的
取值范围推广到任意角。
图中，单位圆上任意一点可以用 (cosα, sinα) 表示，
α 就是始边为 x 轴正半轴逆时针旋转 α 的角，易知
y = sinα, x = cosα, tanα = y

x
。

由任意角的知识可知 sin (α+ 2kπ) = sinα (k ∈ Z) 同
理 cosα, tanα。

y

xO

1

-1

1-1

(x, y)

α
x

y

图 5: 单位圆

2. −α 意为着它向顺时针旋转 α，可以看作与 α 关于 x 轴对称。

理解以上两条就可以理解诱导公式了，一个小技巧：对于任意角 α 作的简单变换，

都可以看作锐角 α 作的简单变换。

3. π
2
就是 90◦，这个稍微难理解一点，在转 90◦ 以后往往会 x, y 互相调换，可以画图

来理解。

5.3 函数部分

5.3.1 正弦函数

y = f(x) = sinx 是最基本的正弦函数，易知 Df = R, Rf = [−1, 1] , T = 2π，T 是它

的最小正周期。

它的更一般形式是 y = A sin (ωx+ φ) +B

其中 A 为振幅决定 fmax(x)

ω 决定最小正周期 T，有 T = 2π
ω

φ 决定左右移动量，左加右减

B 决定上下移动量，上加下减

研究 y = sinx便可知道一般形式的性质，在 [0, 2π]的图形性质有周期性，在
[
0, π

2

]
∪[

3π
2
, 2π
]
上单调递增，有 fmax(x) = f(π

2
) ，在

[
π
2
, 3π

2

]
上单调递减，有 fmin(x) = f( 3π

2
)；

对于不在 [0, 2π] 这个区间的可以用周期函数特性转换到这个周期中。

而对于研究一般形式下的正弦函数，只需要用换元法，令 a = ωx+ φ，转换成

y = A sin a+B

例如研究最值 fmax(a) = fmax(ωx+ φ) 进而算出 x
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单调性，用诱导公式保证 ω > 0，则 a, x 同增异减。

当 a ∈
(
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

)
时，带入 x = a−φ

ω
即可解出取值范围

5.3.2 余弦函数

y = f(x) = cosx，通过诱导公式可知，

sin(x+
π

2
) = cosx

所以研究余弦函数性质只需转换为正弦函数即可。

5.3.3 正切函数

y = f(x) = tanx，一般形式 y = A tan(ωx+ φ) +B，与正弦函数不同的是最小正周

期为 T = π
ω
，以及 Df = R\

{
β|β = π

2
+ kπ, (k ∈ R)

}
，Rf = R

5.4 恒等变换

和差角公式：

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin(α± β) = sinα cosβ ± sinβ cosα

tan(α± β) =
tanα± tanβ
1∓ tanα tanβ

二倍角公式，由和差角公式推导的:

sin(2α) = 2 sinα cosα

cos(2α) = cos2 α− sin2 α

常用变形:

cos(2α) = 2 cos2 α− 1

cos(2α) = 1− 2 sin2 α

tan(2α) = 2 tanα
1− tan2 α
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半角公式：

sin α
2
= ±

√
1− cosα

2

cos α
2
= ±

√
1 + cosα

2

tan α
2
= ±

√
1− cosα
1 + cosα =

sinα
1 + cosα =

1− cosα
sinα

恒等变换的技巧不多，多练习题就可以熟练掌握。

5.5 补充知识

一些二级结论，积化和差是数竞中比较常用的，辅助角书里有提到过，但我觉得还是

蛮重要的。

5.5.1 积化和差，和差化积

这个主要是提高部分，正常情况下用处不大。

积化和差：

sinα cosβ =
1

2
[sin (α+ β) + sin (α− β)]

cosα sinβ =
1

2
[sin (α+ β)− sin (α− β)]

cosα cosβ =
1

2
[cos (α+ β) + cos (α− β)]

sinα sinβ = −1

2
[cos (α+ β)− cos (α− β)]

和差化积：

sinα+ sinβ = 2 sin α+ β

2
cos α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos α+ β

2
sin α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+ β

2
cos α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+ β

2
sin α− β

2
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5.5.2 辅助角公式

a sinα + b cosα =
√
a2 + b2 sin (α+ φ) (ab 6= 0), 其中 φ 满足 tanφ = b

a
, cosφ =

a√
a2+b2

, sinφ = b√
a2+b2

很方便的转换形式的方法，如果觉得难以理解透，可以像以下步骤推一遍：

= a sinα+ b cosα

=
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinα+

b√
a2 + b2

cosα
)

令 cosφ =
a√

a2 + b2
, sinφ =

b√
a2 + b2

=
√
a2 + b2 (cosφ sinα+ sinφ cosα)

=
√
a2 + b2 sin (α+ φ)
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6 平面向量

高中向量是分平面向量与空间向量两个部分，但高中的空间向量与平面向量研究的

东西差不多，就是多了一个维度，对于空间中解析几何没有过多涉及，因此也不会太难。

高中空间几何都不会太难，高考甚至到高联、CMO、IMO 这种竞赛级别的都不会难，
因为空间解析几何难可以超级难，也可以特简单，难度中等的题很少，奥林匹克最初几届

有过这种空间解析几何题，但到后面最近都没有空间解析几何题

题外话：我认为要研究真实世界的问题，空间解析几何是必不可少的知识，而欧氏几

何又是对真实世界最直观的一种，所以应该学习。

6.1 定义与运算

向量的定义

定义：既有大小又有方向的量称为向量 (矢量)，用 −→a ,
−→
b 表示；起点是 A 终点是

B 的向量用 −−→
AB 表示。 ♡

向量的大小也称向量的长度6，记作 |−→a | ,
∣∣∣−−→AB∣∣∣，规定长度相等方向相同的有向线段

为同一向量。

1. 长度为零的向量称为零向量，记作 −→
0，方向不确定，或者说方向任意。

2. 长度为一的向量称为单位向量，与 −→a 方向相同的单位向量记为
−→
a0。7

3. 长度相等方向相反的向量为反向量，如 −→a ,−−→a，
−−→
AB = −

−−→
BA。

向量的加法

向量的加法

定义：对于 −→a ,
−→
b 做

−−→
AB = −→a ,

−−→
BC =

−→
b ,

−→
AC

表示为 −→c 称为 −→a 与
−→
b 的和，记作 −→c = −→a +

−→
b ,

−−→
AB+

−−→
BC =

−→
AC，这个公式表示向量的加法

规则，称为三角形法则。 ♡
A B

C ′

−−→
AB

+
−→
AC

−→a

−→b−→c

C

图 6: 向量的三角形法则

高中的平行四边形法则其实就是三角形法则，如图中
−−→
AC ′ =

−−→
BC 所以有

−−→
AB+

−−→
AC ′ =

−→
AC 所以只用记住三角形法则就行了；以及减法都是三角形法则的一种 −→a −

−→
b 被定义为

−→a +
(
−
−→
b
)

6向量的长度也叫模长
7这个记号在解析几何中常用
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对于向量加法有以下规律：

定理

1. 结合律
(−→a +

−→
b
)
+−→c = −→a +

(−→
b +−→c

)
2. 交换律 −→a +

−→
b =

−→
b +−→a

3. −→a +
−→
0 = −→a

4. −→a + (−−→a ) = −→
0

♠

数量积

实数 λ 与 −→a 的乘积 λ−→a 是一个向量，长度为 |λ−→a | = λ |−→a |
−→
a0 =

−→a
|−→a |，这称为把

−→a 单位化。

向量的数量积满足以下规律：以下 λ, µ ∈ R

推论

1. 1−→a = −→a ,−−→a = (−1)−→a

2. λ (µ−→a ) = (λµ)−→a

3. (λ+ µ)−→a = λ−→a + µ−→a

4. λ
(−→a +

−→
b
)
= λ−→a + λ

−→
b

♢

6.1.1 内积

定义

定义：−→a ,
−→
b 的内积记作 −→a ·

−→
b ♡

规定为一个实数：
−→a ·

−→
b = |−→a |

∣∣∣−→b ∣∣∣ cos < −→a ,
−→
b >

(解析几何中) 也定义为:

−→a ·
−→
b =

(
Π−→

b0
(−→a )

) ∣∣∣−→b ∣∣∣
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其中 Π−→
b0
(−→a ) 是 −→a 在方向

−→
b0 的分量

可以得出一些简单的推导：

1. |−→a | =
√−→a · −→a

2. cos < −→a ,
−→
b >=

−→a ·
−→
b

|−→a ||−→b |

向量的内积满足以下规律：

1. 对称性 −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a

2. 线性性 (λ−→a ) ·
−→
b = λ

(−→a ·
−→
b
)

3. 线性性 (−→a +−→c ) ·
−→
b = −→a ·

−→
b +−→c ·

−→
b

4. 正定性 −→a · −→a ⩾ 0，等号当且仅当 −→a = 0 时成立

向量的投影 −→a 在
−→
b 投影向量，方向与

−→
b 同向，大小为 cos < −→a ,

−→
b > |−→a | 也就是

分量

6.2 坐标表示

几何平面中，一个点 O 和一个基
−→
d1,

−→
d2(−→d1,

−→
d2 不共线)，合在一起称为几何平面中的

一个仿射坐标系，记作
[
O;

−→
d1,

−→
d2

]
，对于平面中任意一点 M，把它的定位向量

−−→
OM 在基

−→
d1,

−→
d2 下的坐标称为点 M 在这个仿射坐标系的坐标

(x, y)
T ⇐⇒

−−→
OM = x

−→
d1 + y

−→
d2

如果
−→
d1,

−→
d2 互相垂直，且都是单位向量，则 [O;

−→
d1,

−→
d2] 称为一个直角坐标系，高中平面空

间问题都是以右手直角坐标系为基础讨论的，空间中仿射坐标系也是像以上定义的，如果

能清楚仿射坐标系与直角坐标系共同有的几何条件，就可以不被限制于固定的建系逻辑，

直角标架只是仿射标架的一种，所以任何仿射标架的结论可以在直角标架中套用。

设直角标架 (高中内容都是直角标架)中A (x1, y1) , B (x2, y2)则
−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1)

用终点坐标减去起点坐标即是两点间向量的坐标，在高中为区别点与向量，通常点的坐标

直接写在它旁边，而向量的坐标需要与向量划等号才能表示。

向量的内积在坐标中设 −→a = (x1, y1) ,
−→
b = (x2, y2) 则有

−→a ·
−→
b = x1x2 + y1y2
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向量的长度用坐标计算

|(x, y)| =
√
x2 + y2

6.3 平行与垂直判定

平行的判定

有 −→a //
−→
b ⇐⇒ ∃λ 使 −→a = λ

−→
b
(−→
b 6= −→

0
)
如果用坐标表示可以写成 x1y2 − x2y1 = 0 也

就是一个二阶行列式对于 0，高中为了方便记忆可以写成 x1y2 = x2y1

垂直的判断

有 cos < −→a ,
−→
b >= 0 时 < −→a ,

−→
b >= π

2
这两向量垂直，即是

−→a ⊥
−→
b ⇐⇒ −→a ·

−→
b = 0

用坐标表示就是

x1x2 + y1y2 = 0

6.4 解三角形

这一部分是考的比较灵活的一部分，常常与其他章节联动，难度会增加, 在这个小节，
我们设 4ABC 中，顶点 A,B,C 对边分别是 a, b, c

6.4.1 正弦定理

a

sinA =
b

sinB =
c

sinC = 2R

sinA =
a

2R

其中 R 是 4ABC 的外接圆，正弦定理常用于两边与
两角的情况下。

A

B

C ·
O

R

图 7: 正弦定理
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6.4.2 余弦定理

c2 = b2 + a2 − 2ab cosC

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab

余弦定理常用于三边与一角。

6.4.3 常见方法

求 4ABC 面积 S△ABC , 有

S△ABC =
1

2
ab sinC

齐次：通过 a
sin A

= 2R，将等式两边转换，常配合余弦定理使用。

例如:

sinAb = sinCa

ab = ac

6.5 补充

1，倍长中线定理
由初中的倍长中线定理推出，其实就是由平行四边形法则和平行四边形的性质得到的。设

O 为 BC 中点，A 为 BC 外一点，有

−−→
AB +

−→
AC = 2

−→
AO

2，A,B,C 三点共线，P 为线外一点，有

−−→
PB = x

−→
PA+ y

−−→
PC

其中一定有 x+ y = 1，这个结论蛮有趣的，可以自己去推导以下，以及三维中形式，本

质都是一样的。
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7 复数

复数这一节基本算高考最简单的一节，但复数本身不简单，在数学竞赛里平面几何的

一些证明，以及一些在三维空间定位的四元数都属于复数的拓展，在高中我们会学习一些

复数的定义与四则运算，以及三角形式。

7.1 复数定义

定义

把几何 C = {a+ bi|a, b ∈ R} 中的数，即是形如 a+ bi (a, b ∈ R) 的数叫做复数，其
中 i 叫做虚数单位，定义 i2 = −1，集合 C 被称为复数集。 ♡

复数通常用 z 表示，即 z = a+ bi，这一形式称为复数的代数形式，其中 a 被称为复

数 z 的实部，b 称为虚部。

复数相等的条件，规定：

a+ bi = c+ di (a, b, c, d ∈ R) ⇐⇒ a = c, b = d

对于复数 z = a+ bi 可以进行以下分类：

1. 当 b = 0 时，z 是实数

2. 当 b 6= 0 时，z 是虚数

3. 当 b 6= 0 且 a = 0 时，z 是纯虚数

共轭复数：

实部相等，虚部为相反数的两个复数互为共轭复数，在复数上方打一横表示它的共轭复

数。

z = a+ bi

z = a− bi

7.2 四则运算

与实数一样。
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7.3 复平面

复数的几何意义，复数 z = a + bi，可用点 Z (a, b) 表示，这个建立的直角坐标系表

示复数的平面做复平面，其中 x 轴叫实轴，上面的点表示的是实数；y 轴叫做虚轴，上面

的点表示纯虚数。

一个复数在复平面上可以看作一个向量，其中定义复数的模长为：

|z| = |a+ bi| = r =
√
a2 + b2 (r ⩾ 0, r ∈ R)

7.4 复数的三角形式

复数的三角形式 z = r (cos θ + sin θ)，其中 r 表示复数的模长，θ 辐角主值可以知道：

a = r cos θ

b = r sin θ

辐角：表示复数在复平面中代表的向量与 x 轴正半轴的夹角，显然辐角有无穷个，定义

辐角主值在 (0, 2π] 的一个辐角；辐角主值用 arg θ 表示。
复数三角形式的常见推导：

1，z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

推导过程：

z1z2 = r1 (cos θ1 + sin θ1) · r2 (cos θ2 + sin θ2)

z1z2 = r1r2 (cos θ1 cos θ2 + i sin θ2 cos θ1 + i sin θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2)

z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))

2， z1
z2

= r1
r2

(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2))

推导过程：

z1
z2

=
r1 (cos θ1 + sin θ1)
r2 (cos θ2 + sin θ2)

z1
z2

=
r1
r2

· (cos θ1 + i sin θ1) (cos θ2 − i sin θ2)
cos2 θ2 + sin2 θ2

z1
z2

=
r1
r2

(cos θ1 cos θ2 − i sin θ2 cos θ1 + i sin θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2)
z1
z2

=
r1
r2

(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2))
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7.5 补充

1，对于 z = x+yi
a+bi 转换为 φ+ λi = z

利用 (a+ b) (a− b) = a2 − b2 得出 z = (x+yi)(a+bi)
a2+b2

推出

φ =
xa− yb

a2 + b2
, λ =

xb+ ya

a2 + b2

这个结论不用死记硬背，只需要知道利用什么条件推出的即可。

2，二元一次方程 ax2 + bx + c = 0 中，如果其中一个根是复数 z，则另一个根是它

的共轭复数 z, 仅在 ∆ ⩽ 0 时由此结论。

3，如果对于复数 z = r(cos θ+ i sin θ)，有 z 6= 1, zn = 1 时，说明有
∑n−1

i=0 z
i = 0，这

个是我做竞赛题的时候推出来的，用处不大。
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8 立体几何

新版的这一章节内容是老版必修二的第一章空间几何体与第二章点线面关系组成，内

容多，东西杂，二级结论也很多，但是只要记住那五个公理和九个定理的用法，做起题来

就不会复杂。

8.1 基础立体几何图形

多面体：由若干个平面多边形围成的几何体叫多面体，各个多边形叫做多面体的面，

相邻两个面的公共边叫做多面体的棱，棱与棱的公共点叫做多面体的顶点。

旋转体：由一个平面图形绕它所在平面内的一条定直线旋转所形成的封闭几何体，这

条定直线叫旋转体的轴。

多面体

一、棱柱：一般地，有两个面互相平行，其余各面都是四边形，并且每相邻两个四边

形的公共边都互相平行，由这些面所围成的多面体叫做棱柱。

1. 两个互相平行的面叫做底面

2. 除底边外的其余各面叫做棱柱的侧面

3. 相邻侧面的公共边叫做棱柱的侧棱

4. 侧棱与地面的公共顶点叫做棱柱的顶点

底边是 n 边形的棱柱是 n 棱柱 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
侧棱不垂直于底面的棱柱叫做斜棱柱。

侧棱垂直于底面的棱柱叫直棱柱。

底面是正多边形的直棱柱叫做正直棱柱。

二，棱锥：一般地，有一个面是多边形，其余各面都是有一个公共顶点的三角形，由

这些面所围成的多面体叫做棱锥。

1. 多边形面叫做底面；

2. 有公共顶点的各三角形面叫做侧面；

3. 各侧面的公共顶点也叫棱锥的顶点；

4. 相邻侧面的公共边叫做棱锥的侧棱。
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底边是 n 边形的棱锥是 n 棱锥 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
用顶点和底面各顶点字母表示棱锥，如 S −ABCD

正棱锥：如果一个棱锥的底面是正多面体，并且顶点在底面的射影是底面的中心，这

样的棱锥叫正棱锥。各棱长均相等的四面体叫正四面体。

三，棱台用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，底面与截面之间的部分，这样的多

面体叫做棱台。原棱锥的底面和截面分别叫做棱台的下底面和上底面，棱台也有侧面、侧

棱、顶点。

由 n 棱锥截得的棱台是 n 棱台 (n ⩾ 3, n ∈ Z)
正棱台：由正棱锥截得的棱台叫做正棱台，正棱台各侧棱相等，各侧面都是全等的等

腰梯形。

旋转体

四，圆柱：以矩形的一边所在直线为旋转轴，其余三边旋转形成的面所围成的旋转体

叫做圆柱。

1. 旋转轴叫做圆柱的轴；

2. 垂直于轴的边旋转而成的圆面叫做圆柱的底面；

3. 平行于轴的边旋转而成的曲面叫做圆柱的侧面；

4. 无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫做圆柱侧面的母线。

圆柱和棱柱统称柱体，圆柱侧面展开是矩形。

五，圆锥：以直角三角形的一条直角边所在直线为旋转轴，其余两边旋转形成的面所

围成的旋转体叫做圆锥。

1. 旋转轴叫做圆锥的轴；

2. 垂直于轴的边旋转而成的圆面叫做圆锥的底面；

3. 不垂直于轴的边旋转而成的曲面叫做圆锥侧面；

4. 无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫做圆锥的母线。
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圆锥和棱锥统称为锥体。

六，圆台：用平行于圆锥底面的平面去截圆锥，底面于截面之间的部分叫圆台。与圆

柱圆锥一样，圆台也有轴、底面、侧面、母线。

七，球：以半圆的直径所在直线为旋转轴，半圆面旋
转一周形成的旋转体叫做球体，简称球。
半圆的圆心叫做球的球心，半圆的半径也是球的半径。
用一个平面去截球，球心到截面的距离 d 与球半径 R
以及截面圆的半径 r 满足：r =

√
R2 − d2。

图 8: 球

8.2 直观图

画空间几何时，常常用斜二测画法，斜二测画法是将三维物体平行投影到二维平面的

一种画法。

1，将 x 轴和 y 轴交于一点 O，使 ∠xOy = 45◦。

2，原平面中平行 x 轴的线段，长度不变，平行于 y 轴的线段为原平面中的一半。

8.3 体积公式

体积公式：

棱柱体积：V = Sh

棱锥体积：V = 1
3
Sh

棱台体积：V = 1
3
h
(
S +

√
SS1 + S1

)
圆柱体积：V = πr2h

圆锥体积：V = 1
3
πr2h

圆台体积：V = 1
3
πh (r2 + rr1 + r21)

球体积公式：V = 4
3
πR3

表面积公式：

圆柱表面积：S = 2πr (r + l)
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圆锥表面积：S = πr (r + l)，圆锥侧面积：S = πrl

圆台表面积：S = π (r21 + r2 + rl + r1l)

球表面积：S = 4πR2

8.4 点线面关系与公理

线与线之间：分为异面直线和共面直线，共面直线又分为相交直线和平行直线。

线与面之间：分为直线在平面内和直线在平面外，直线在平面外又分为平行于相交关

系。

面与面之间：平行或相交。

接下来是四个公理 (新教材叫基本事实)
公理 1 ：过不在一条直线的三个点，有且只有一个平面。(不共线的三点确定一个平

面)
公理 2 ：如果一条直线上两个点在一个平面内，那么这条直线在这个平面内。
公理 3 ：如果两个不重合的平面，有一公共点，那么它们有且只有一条过该点的公

共直线。

公理 4 ：平行于同一直线的两条直线平行。

这些公理乍看之下是废话，但却很有用；公理 1234 可以以点线面平行来记忆。另外
还有一个等角定理

定理 1
定理 1：如果空间中两个角的邻边分别平行，那么这两个角相等或互补。 ♠

8.5 平行的定理

四条关于平行的定理：

平行定理

定理 2：如果平面外一直线与平面内任一直线平行，则该直线与该平面平行

定理 3：一条直线与一个平面平行。如果过该直线的平面与该平面相交，则交线与

该直线平行。

定理 4：如果一个平面内两条相交的直线与平面平行，那么这两个平面平行。
定理 5：两个平面平行，如果另一个平面与这两个平面相交，那么两条交线平行。♠
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可以看出来其实就是平面与直线的平行互相转换，我画了一个转换图便于理解。

直线于平面平行直线于直线平行 平面于平面平行

定理 5

定理 2
定理 3

定理 4

图 9: 直线与平面平行的转换

8.6 垂直的定理

垂直定理

定理 6：如果一条直线与一个平面内的两条相交的直线垂直，则这条直线与该平面

垂直。

定理 7：垂直于同一平面的两条直线平行。

定理 8：如果一个平面过另一个平面的垂线，则这两个平面垂直。
定理 9：两个平面垂直，如果一个平面内有一条直线垂直于这两个平面的交线，那
么这条直线与另一个平面垂直。 ♠

其中直观的关系如下

直线于直线垂直 直线于平面垂直 平面于平面垂直

直线于直线平行

定理 7

定理 8

定理 9
定理 6

图 10: 直线与平面垂直的转换

8.7 二面角

从一条直线出发的两个半平面，所组成的图形叫做二面角，这条直线叫二面角的棱，

这两个半平面叫做二面角的面。棱为 AB。面为 α, β 的二面角记作“二面角 α−AB−β”
二面角的平面角：二面角 α− l − β 中 l 上的一点 P 为垂足，分别在 α, β 平面上作

垂直于 l 的 PA,PB 射线, 二面角的平面角取值范围 [0, 2π]

一般地，两个面相交，如果它们所成的角是直二面角，就说两个平面互相垂直 α ⊥ β。
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8.8 补充

立体几何不要死记硬背，要灵活的使用定理，作几何题不管是平面解析几何还是空间

解析几何，特别是高中的题，做不做的出来都是次要的，一定要优雅的解出来，阅卷人对

于格式和方法都有着重，如果能用最少的步骤又严谨 (高中知识) 的证明，那么阅卷人很
难不给满分 (我瞎掰的)。

后期我在加一点立体几何的二级结论，眼熟一两个可以一定程度上提高效率。
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9 统计

高中概统部分不会考难，主要是记忆点知识多，耗时间计算大，22 年全国一卷就可
以看出来，计算量不是一般的大，也没啥特殊的技巧，就多练。

9.1 随机抽样

总体：调查对象的全体。

个体：组成总体的每一个调查对象。

全面调查/普查：对每一个调查对象都进行调查。

抽样调查：从总体中抽取一部分个体进行调查，并以此为依据对总体的情况做出估计

和推断。

样本：从总体抽出的那部分个体。

样本量/样本容量：样本中包含的个体数。

简单随机抽样：一个总体含 N 个个体，从中逐个抽取 n (n ∈ [1, N)) 个个体做为样

本，如果抽取放回/不放回，且每次抽样时总体内或未进入样本的各个个体被抽到的概率
相等。(除特殊说明，一般简单随机抽样指不放回简单随机抽样) 如：

1. 抽签法

2. 随机数法

总体均值/总体平均值：总体有 N 个个体，变量值分别为 Yi (i = 1, 2, . . . , N)，则称 Y =
1
N

∑N
i=1 Yi 为总体均值。

如果总体的 N 个变量中，不同的值共有 k (k ⩽ N) 个，不妨记为 Yi (i = 1, 2, . . . , k)

其中 Yi 出现的频数为 fi，则可以写成加权平均数 Y = 1
N

∑k
i=1 fiYi

如果从总体中抽取一个容量为 n 的样本，它们的变量值为 yi (i = 1, 2, . . . , n)，则称

Y = 1
n

∑n
i=1 yi 为样本均值。

分层随机抽样：一般地，按一个或多个变量把总体划分成若干个子总体，每个个体仅

属于一个子总体，在每个子总体中独立进行简单随机抽样，再把所有子总体中抽样的样本

合在一起作总样本。

每一个子总体称为层，如果每层样本的量与层的大小成比例，那么称这种样本量的分

配方式为“比例分配”
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9.2 用样本估计总体

使用“频率分布表”和“频率分布直方图”来整理和表示数据。(频率 = 频数/样本
数)
画图步骤：

1，求极差：Xmax −Xmin

2，决定组数与组距：分组可以是等距的或不等距的，一般组距相等，且力求取整；组数
= 极差/组距
3，将数据分组
4，列频率分布表：如第 n 组频数/样本容量
5，画频率分布直方图：y 轴为频率/组距，x 轴为数据的意义，小长方形面积 = 组距 · 频
率/组距 = 频率。

数字特征

中位数：数据量是偶数时：x1+x2

2
；奇数时：中间的那个数。

众数：出现频率最大的数。

平均数：x = 1
n

∑n
i=1 xi

方差：s2 = 1
n

∑n
i=1 (xi − x)

2
= 1

n
(
∑n

i=1 x
2
i )− x

标准差：
√
s2 = s

第 P 百分位数
i = n× p%，其中 n 为总体，p% 为百分位数，分为两种情况讨论：
i 是整数：第 i 项与 (i+ 1) 项之和 ÷2

i 不是整数：取比 i 大的第一个整数 j，百分位数为 j

当只有表格没有具体数值时用以下方法求：设样本数据的 p% 分位数为 i

1，先从低到高相加频率，直到第 n 组包含 p%
2，设第 n 组分组为 [x, y)，x 对应数据 a，y 对应数据 b，i 对应数据 c，则

x+
c− a

b− a
· (y − x) = i

离散程度

均值距离为 |xi − x|，方差的大小反映了离散程度，方差越小离散程度越小。
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9.3 补充∑
计算

n∑
i=1

axi + byi = a
n∑

i=1

xi + b
n∑

i=1

yi

如果有两组数据，那么它们的平均方差的关系：

先来看简单的情况，如果 yi = axi + b，容易知道：

y = ax+ b

Sy = |a|Sx

再来看看更加一般的情况：

设有两组数据 xi, yj(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m) 则有

x =
1

n

n∑
i=1

xi, y =
1

m

m∑
i=1

yj

S2
x =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2
, S2

y =
1

m

m∑
j=1

(yj − y)
2

设总体平均数为 a，总体方差为 b2，推出：

a =
nx+my

m+ n

b2 =
1

m+ n

[
nS2

x +mS2
y + n(x− a)

2
+m(y − a)

2
]

方差比较难记，但不会常考到，可以分为两部分来理解：

1，nS2
x +mS2

y 是它们的层内方差

2，n(x− a)
2
+m(y − a)

2
是它们的层外方差

这个可以自己推一下，对记忆有帮助，但就是比较麻烦。
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10 概率

10.1 随机试验

定义

随机试验：对随机现象的实现和对它的观察，简称试验用 E 表示。 ♡

特点：

1. 可重复进行

2. 所有结果明确可知，不止一个

3. 每次试验得到可能结果的一个，但事先无法确定

性质：

1. 有限性 (有限样本空间)

2. 不唯一

样本点：试验中每个可能的基本结果。

样本空间：全体样本点组成的集合；一般用 Ω 表示样本空间，ω 表示样本点。

有限样本空间：一个试验有 n 个结果，是有限的。
随机事件 (简称事件)：样本空间的子集。
基本事件：只包含一个样本点的事件。

特别的：

Ω 作为本身的子集，Ω 必然发生，我们称 Ω 为必然事件。

ϕ 不包含任何的样本点，称之为不可能事件。

10.2 事件关系

研究概率论我们需要用到集合的工具来描述。

与集合类似的有包含被包含等：

事件 A 包含事件 B，B ⊆ A

事件 A 和事件 B 相等，B = A

交事件或积事件，A ∩B,AB
并事件或和事件，A ∪B,A+B

如果 A ∩B = ϕ，则称事件 A 和事件 B 互斥 (或互不相容)
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如果 A ∩ B = ϕ,A ∪ B = Ω 则称事件 A 和事件 B 互相对立；A 的对立事件可以记
为 A

10.3 古典概型

定义

概率：随机事件发生的可能性大小的度量，A 的概率用 P (A) 表示。 ♡

古典概率模型：简称古典概型，有以下几个共同特征：

1. 有限性：样本空间的样本点只有有限个

2. 等可能性：每个样本点发生的可能性相等

一般地，设试验 E 是古典概型，样本空间 Ω 包含 n 个样本点，事件 A 包含 k 个样
本点，则定义事件 A 的概率为

P (A) =
k

n
=
n(A)

n(Ω)

n(A)
n(Ω)

是它的古典定义，n(A), n(Ω) 表示 A 和 Ω 包含的样本点个数。

基本性质

(1)，对任意事件 A，都有

P (A) ⩾ 0

(2)，必然事件概率为 1. 不可能事件概率为 0

P (Ω) = 1, P (ϕ) = 0

(3)，如果事件 A 与事件 B 互斥，那么 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)，推广：如果事件

Ai(i = 1, 2, . . . , n) 互斥则有

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)

(4)，如果事件 A 与事件 B 互为对立事件，则

P (B) = 1− P (A), P (A) = 1− P (B)
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(5)，如果 A ⊆ B，那么 P (A) ⩽ P (B)

(6)，设 A,B 是一个随机试验中的两个事件，我们有

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

对于任意事件 A,B，如果 P (AB) = P (A)P (B)，则称 A,B 相互独立，简称独立。

频率

频率的稳定性：随着试验次数 n 增加，频率偏离概率的幅度会缩小，即 fn(A) 逐渐

稳定于 P (A) 概率。
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11 空间向量

与平面向量的知识差不多，多了一个维度而已，研究的问题也有套路，是空间解析几

何最基础的东西。

11.1 线性运算与空间向量

与平面向量相同的：模、零向量、单位向量、相反向量、共线向量 (平行向量)、相等
向量的概念。

方向向量：我们把与 −→a 平行的非零向量称为直线 l 的方向向量。

共面向量：平行于同一个平面的向量。

空间内三个向量共面的充要条件是 −→p = x−→a + y
−→
b

线性计算与平面向量一样8

−→a ·
−→
b = |−→a |

∣∣∣−→b ∣∣∣ cos < −→a ,
−→
b >

−→a · −→a = |−→a |2

推论

如果四点 A,B,C,D 共面则有一点 O 使得：

−→
OA = x

−−→
OB + y

−−→
OC + z

−−→
OD

其中 x+ y + z = 1 ♢

11.2 基本定理

定理

定理：如果三个向量 −→a ,
−→
b ,−→c 不共面，那么对于任一空间向量 −→p，存在唯一的有

序实数组 (x, y, z) 使得 −→p = x−→a + y
−→
b + z−→c −→a ,

−→
b ,−→c 叫做空间中的一个基底，

−→a ,
−→
b ,−→c 叫做基向量。如果三个基向量两两垂直，且长度均为 1，那么这个基底叫

做单位正角基底，对于任意向量可以写成 −→p = x−→a + y
−→
b + z−→c，这个过程叫正交

分解。 ♠

以上是高中数学书给的定理，我认为解析几何中给的更能准确定义坐标系，如下：

8在解析几何中会了解到，平面向量和空间向量都只是向量，有向有大小的矢量。
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学了解析几何的我们知道，在一个几何空间中还需要一个点 O 才能与三个向量构成

一个仿射坐标系，高中默认 O 为原点，再进行的建系。所以几何空间中一个基更准确的

记法是 {O;
−→
d1,

−→
d2,

−→
d3}

高中研究的空间坐标问题都是以右手系的直角标架为基础研究，高中里斜二测画法

奠定了三维视图基础，因为是右手系所以 x、y、z 轴是按逆时针分布的。
右手系直角标架是广为应用的一个仿射坐标系。像在计算机图形学中 OpenGL 里也

是右手系笛卡尔坐标系 (直角坐标系的另一种说法)。
有些结论只要是仿射坐标系都有，但有些是右手系直角标架特有的，如果学有余力可

以区分一下，在研究比较一般问题时就不会被直角坐标系的思维限制。

11.3 坐标运算

在坐标系 (以下默认都是右手系空间直角标架)
{
O;

−→
j ,

−→
i ,

−→
k
}
中，设−→a = (a1, a2, a3),

−→
b =

(b1, b2, b3);λ ∈ R 则有：

−→a ±
−→
b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) (3)

λ−→a = (λa1, λa2, λa3) (4)
−→a ·

−→
b = a1b1 + a2b2 + a3b3 (5)

−→a //
−→
b ⇐⇒ −→a = λ

−→
b (6)

−→a ⊥
−→
b ⇐⇒ −→a ·

−→
b = 0 (7)

|−→a | =
√−→a · −→a =

√
a21 + a22 + a23 (8)

空间中两点间距离公式：

P1P2 =
∣∣∣−−−→P1P2

∣∣∣ =√(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2+

空间中两点中点公式：

P =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2

)
法向量：直线 l⊥α，取 l 的方向向量 −→a，−→a 就是平面 α 的法向量，方向量的长度随

意但不能为 0.

11.4 线面关系证明

直线与直线：

平行:∃λ ∈ R : −→a = λ
−→
b
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垂直：−→a ·
−→
b = 0

夹角：cos θ =
∣∣∣∣ −→a ·

−→
b

|−→a |·|−→b |

∣∣∣∣
直线与平面：设 −→m 是平面 α 的法向量

平行：−→a · −→m = 0

垂直：∃λ ∈ R : −→a = λ−→m
夹角：γ = π

2
− θ

平面与平面：设平面 π1, π2 的法向量分别为
−→n1,

−→n2

平行：∃λ ∈ R : −→n1 = λ−→n2

垂直：−→n1 · −→n2 = 0

二面角：θ =< −→n1,
−→n2 >, 二面角为 α, 有 θ = π − α

11.5 补充

二面角是算其中比较复杂的，判断二面角的正负比较麻烦，通常只用通过观察来判断

正负，但如果没有图则需要在两法向量与各自所垂直的平面的交点，连接这两交点，令其

为一个向量 −→a，如果两法向量与 −→a 的内积同号，则 α 与 θ 互补，如果内积异号则 α 与

θ 相等。

这算一个偏冷门的考点，一般来说都可以直接看图判断，很少用到这个。

空间中点线面距离

其实就研究 1，点到面 2，线到面 3，点到线；都可以转到点与线面的关系

1，点到面设M ∈ π,N ∈ π,M 6= N,P /∈ π,
−−→
PM⊥π�−→n⊥π，

已知 P,N,−→n
PM 即为所求

∣∣∣−−→PM ∣∣∣ = ∣∣∣cos < −−→
PN,−→n >

∣∣∣ · ∣∣∣−−→PN ∣∣∣ =
∣∣∣−→n ·

−−→
PN

∣∣∣
|−→n |

主要是记思路。

·
M

π

·
N−→n

·P

图 11: 点到面

2，线到面
找到线上一点转换成点到面的问题即可。

还有一个是研究异面直线距离的题，高中教材里不论是新教材选修一，还是旧教材选

修 2-1 里面都没有对异面直线距离的定义，但是我在有些高中教辅上看到了有关内容。
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3，点到线 设 P /∈ l,M ∈ l, N ∈ l, Q ∈ l,M 6= N 6=
Q,

−−→
PM⊥l，已知 P,N,Q，PM 即为所求∣∣∣−−→PM ∣∣∣ =√∣∣∣−−→PN ∣∣∣2 − (cos < −−→

PN,
−−→
QN > ·

∣∣∣−−→PN ∣∣∣)2
教科书用方向向量其实是一样的，这个更直观，其实就是
勾股定理。

l

·P

·
M

·
N

·
Q

−−→
QN

图 12: 点到直线

异面直线用高中的知识其实就可以解出来，但这是个冷冷冷门考点，至少我从来没有

在立方体基础题以外的题做到过，大概率是因为书上都没有这个定义。如果用解析几何的

知识可以比较直观的理解，其实异面直线的距离就是它们两方向向量与两直线上分别一

点的连线组成的向量的混合积绝对值除以两方向向量外积的模长。
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12 直线和圆的方程

研究平面上直线与圆的方程，这一章和圆锥曲线是平面几何中比较灵活的部分，一题

可以有很多种解法，如果只会一种解析法那么考试中很可能因为这类题拖慢做题速度，要

理解几何直观与代数方程之间的关系，几何中有很多定理都是等价定理，将问题转换成容

易点的等价命题是关键，其次才是记二级结论。

12.1 直线

12.1.1 倾斜角与斜率

倾斜角：直线 l 与 x 轴正方向上，向上的方向之间的角 α, (0◦ ⩽ α < 180◦)

斜率：直线 l 的倾斜角 α 的正切值，用 k 表示。

tanα = k =
y2 − y1
x2 − x1

α ∈ (0◦, 90◦) k > 0

α = 90◦ k 不存在

α ∈ (90◦, 180◦) k < 0

当 l1//l2 时，有 k1 = k2

当 l1⊥l2 时，有 k1 · k2 = −1

12.1.2 直线方程

点斜式：y − y0 = k(x− x0)，由 k = y2−y1

x2−x1
推出，其中 (x0, y0) ∈ l

常用变式：y = k(x− x0) + y0

斜截式：y = kx+ b

截距：直线 l 与 y 轴的交点 (0, b) 的 b 叫做 l 在 y 轴上的截距。
截距式：x

a
+ y

b
= 1, (ab 6= 0) 其中 a, b 分别是 l 在 x 轴、y 轴上的截距。

两点式：设 l 上有两点 P1(x1, y1), P2(x2, y2) 则由点斜式推出：

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

比较常用的变式：
y − y1
y2 − y1

=
x− x1
x2 − x1

一般式：Ax+By + C = 0(其中 A,B 不都为 0)；
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化为斜截式形式就是：y = −A
B
x− C

B

两点间距离公式：|P1P2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

两直线交于点 P，将两个直线的一般式联立求解可得。

点 P (x0, y0) 到直线的距离公式：d = |Ax0+By0+C|√
A2+B2

设 l : Ax+ By + C = 0，则 −→a = (A,B)，有 −→a ⊥l。(在空间解析几何中也有类似结
论，设平面 π = Ax+By + Cz +D = 0，则 −→a (A,B,C)T 是平面 π 的一个法向量)

平行线间的距离公式：l1//l2, l1 = Ax+By + C1 = 0, l2 = Ax+By + C2 = 0

则 d = |C1−C2|√
A2+B2

12.2 圆

圆可以看作定点到定长的点组成的集合，因此这个定点 O，和定长 r 就是定义一个

圆的关键。

圆的标准方程：圆心 A(a, b) 半径为 r 的圆的标准方程

(x− a)
2
+ (y − b)

2
= r2

圆的一般方程：x2 + y2 +Dx+ Ey + F = 0，是由 (x+ D
2
)2 + (y + E

2
)2 = D2+E2−4F

4
转

换的。

当D2+E2−4F > 0则该图像是一个圆，D2+E2−4F = 0则是一个点，D2+E2−4F <

0 则是一个虚圆。

12.3 直线与圆的位置关系

直线与圆的位置关系分为：相离，相切，相交。

可以通过圆心与直线的距离 d，和圆的半径 r 来判断他们的位置关系。
r < d 相离

r = d 相切

r < d 相交
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也可以通过联立它们两的方程，消去一个未知数，得到一个一元二次方程，判断它的零点

个数，它的零点个数就表示直线与圆的交点个数。

当圆与直线相交，交点 A,B，弦长为 |AB| = 2
√
r2 − d2。也是用勾股定理推的。

12.4 圆与圆的位置关系

圆与圆关系分为：相离，相切，相交，内切，内含。

主要是通过两个圆的半径与两圆心距离 d 的关系来判断的

d > r1 + r2 相离

d = r1 + r2 外切

|r1 − r2| < d < r1 + r2 相交

d = |r1 − r2| 内切

d < |r1 − r2| 内含

两圆相交时，公共弦所在的直线的方程可以用两圆的方程作差获得。

12.5 补充

圆的切线：

求过圆上一点 P (x0, y0) 与圆 C : (x− a)
2
+ (y − b)

2
= r2 相切的直线方程：

1. 先要验证过点 P 且垂直于 x 轴的直线是否与圆相切，如果是则切线为 x = x0。

2. 若不是，可以将圆化为一般式 x2+ y2+Dx+Ey+F = 0，再将其中的 x2 换成 x0x，

y2 换成 y0，x 换成
x0+x

2
，y 换成 y0+y

2
即得切线方程。9

9这个结论在椭圆、双曲线、抛物线中也适用。
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13 圆锥曲线

计算大、变化丰富、难一直是圆锥曲线的代号，变态的是联合其他知识点，比如与直

线交点、轨迹、三角形面积等，难度仅次于导数，高考热点压轴题也是。在做大部分圆锥

曲线的题时，最好画图辅助理解，数形结合更容易找到突破口。

13.1 椭圆

椭圆

第一定义：把平面内两个定点 F1, F2 的距离的和等于常数 (大于 |F1F2|) 的点的轨
迹叫做椭圆。

这两个定点叫做椭圆的焦点，|F1F2| = 2c 叫做焦距。
点 M 在这个椭圆上满足 |MF1|+ |MF2| = 2a(2a > |F1F2|)。 ♡

椭圆的标准方程 (1)：

x2

a2
+
y2

b2
= 1(a > b > 0)

它表示焦点在 x 轴上，焦点分别是
F1(−c, 0), F2(c, 0)的椭圆，这里 a2 = b2+c2。

y

xO 1 2 3 4

1

2

3

−1

−2

−3

−1−2−3−4
·
F1

·
F2

图 13: 交点在 x 轴上的椭圆

a、b 的几何意义：a 是椭圆的半长轴，b 是椭圆的半短轴。

离心率：用 e 表示，有

e =
c

a
=

√
c2

a2
=

√
a2 − b2

a2
=

√
1− b2

a2

可以看出 e ∈ (0, 1), c2 = a2 − b2。

焦点三角形背景下求离心率：

e =
c

a
=

2c

2a
=

|F1F2|
|PF1|+ |PF2|

=
sin∠F1PF2

sin∠PF1F2 + sin∠PF2F1
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椭圆的标准方程 (2)：

y2

a2
+
x2

b2
= 1(a > b > 0)

它表示焦点在 y 轴上，焦点分别是
F1(0,−c), F2(0, c)的椭圆，这里 a2 = b2+c2。

y

xO 1 2

1

2

3

−1

−2

−3

−1−2

·F1

·F2

图 14: 交点在 y 轴上的椭圆

13.2 双曲线

双曲线

第一定义：把平面内两个定点 F1, F2 的距离的差的绝对值等于非零常数 (小于
|F1F2|) 的点的轨迹叫做双曲线。 ♡

这两个定点叫做双曲线的焦点，焦点间的距离叫做双曲线的焦距。

双曲线的标准方程 (1)：x2

a2 − y2

b2
= 1(a > 0, b > 0)，它表示焦点在 x 轴上，焦点分别

是 F1(−c, 0), F2(c, 0) 的双曲线，这里 c2 = a2 + b2。

双曲线的标准方程 (2)：y2

a2 − x2

b2
= 1(a > 0, b > 0)，它表示焦点在 y 轴上，焦点分别

是 F1(0,−c), F2(0, c) 的双曲线，这里 c2 = a2 + b2。

离心率：e = c
a
，因为 c2 = a2 + b2 > a2，所以 e ∈ (1,+∞)。

焦点三角形背景下求离心率：

e =
c

a
=

2c

2a
=

|F1F2|
||PF1| − |PF2||

=
sin∠F1PF2

|sin∠PF1F2 − sin∠PF2F1|

渐近线：双曲线无限延伸，逐渐接近的一条直线，双曲线标准方程右侧的 1换成 0后
的方程就是该双曲线的渐近线方程。

a, b 的几何意义：a 为双曲线的实半轴长，即是双曲线与坐标轴相交点与圆心的距离。

b 为虚半轴长。
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等轴双曲线：实轴和虚轴等长的双曲线叫做等轴双曲线，标准方程为：x2 − y2 = a2

或者 y2 − x2 = a2，其中 e =
√
2，渐近线为 y = ±x。

13.3 抛物线

抛物线

第一定义：把平面内与一个定点 F 和一个条定直线 l(l 不经过点 F ) 距离相等的点
的轨迹叫做抛物线，点 F 叫做抛物线的焦点，直线 l 叫做抛物线的准线。 ♡

当抛物线焦点在 x 轴上时，其标准方程：

y2 = 2px(p > 0),焦点 F (p
2
, 0), 准线方程x = −p

2

y2 = −2px(p > 0),焦点 F (−p
2
, 0), 准线方程x =

p

2

当抛物线焦点在 y 轴上时，其标准方程：

x2 = 2px(p > 0),焦点 F (0, p
2
), 准线方程x = −p

2

x2 = −2px(p > 0),焦点 F (0,−p
2
), 准线方程x =

p

2

13.4 补充

椭圆的通径公式：垂直于椭圆长轴的焦点弦叫做椭圆的通径，其长度为 2b2

a

焦点三角形的面积问题，设 ∠F1PF2 = θ，有：

1. 在椭圆中，S△PF1F2
= b2 tan θ

2
；

2. 在双曲线中，S△PF1F2
= b2

tan θ
2

。

弦长公式：当直线和圆锥曲线 f(x, y) = 0 相交于 A,B 两点时，求弦长 |AB|。有：

1. 设直线方程为：y = kx+ t，联立后得到：|AB| =
√
1 + k2 · |x1 − x2| =

√
1 + k2 ·

√
∆

|a|

2. 设直线方程为：y = mx+n，联立后得到：|AB| =
√
1 +m2 · |y1 − y2| =

√
1 +m2 ·

√
∆

|a|
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14 数列

数列这一章，大多数时候考点是有套路的，高中里研究等差和等比数列，算是初等数

学的范畴，到数学分析中高等数学会以数列的极限为引子，研究函数的极限。所以主讲初

等数学的内容。

14.1 数列的定义

定义

数列是指按正整数编了号的一串数，表示为 {an} 或 {xn}，其中 an 代表第 n 项，
an 为通项。 ♡

按照数列的项分类，可分为有穷数列和无穷数列10。

按照数列的项的变化趋势，可分为：

1. 递增数列：从第 2 项起，每一项都大于它的前一项。

2. 递减数列：从第 2 项起，每一项都小于它的前一项。

3. 常数列：各项相等。

4. 摆动数列：无规律。

数列可以看作一个函数：Df = N+, f(n) = an，因此通项公式可以看作函数 f(n) 的解析

式。

通项公式：如果数列 {an} 的第 n 项与序号 n 之间关系可以用一个式子表示，则这

个公式叫做该数列的通项公式，通项公式并不一定唯一，也并非所有数列都有通项公式。

递推公式：如果已知数列 {an} 的第 1 项 (或前几项)，且从第 2 项 (或某一项) 开始
任意一项 an 与它前一项 an−1(或前几项) 间关系可以用一个公式表示，那么这个公式就
是递推公式。

14.2 等差数列

等差数列

等差数列：从第 2 项起，每一项与前一项的差等于同一个数；这个数叫做公差，用
d 表示。 ♡

10高中主要研究有穷数列
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等差中项：如等差数列 {an} = a1, a2, a3, a4, . . . , an，其中 a2 叫做 a1 与 a3 的等差中

项；可知

a3 − a2 = a2 − a1 = d

a3 + a1
2

= a2

等差数列的通项公式：等差数列的首项记为 a1，公差为 d，则 an = a1 + (n− 1)d

由数列任意两项可求公差，即：

an − am
n−m

= d

等差数列的性质：

1. d > 0 ⇐⇒ {an} 是递增数列，d = 0 ⇐⇒ {an} 是常数列，d < 0 ⇐⇒ {an} 是递
减数列。

2. 若 m+n
2

= k (m,n, k ∈ N+)，则 am + an = 2ak。

3. 若 m+ n = p+ q (m,n, p, q ∈ N+)，则 am + an = ap + aq。

4. 若 {an} 是有穷数列，则 a1 + an = a2 + an−1 = . . . = ai + an+1−i = . . .。

5. 数列 {λan + b} 的公差为 λd。

6. 下标成等差数列且公差为 m 的项 ak, ak+m, ak+2m, . . . 组成公差为 md 的等差数列。

7. 若 {bn} 也是等差数列，则数列 {an ± bn}, {kan ± bn} 也是等差数列。

判断一个数列是否是等差数列的方法：

1. 定义法：an − an−1 = d (n ∈ N+) ⇐⇒ {an} 是等差数列。

2. 递归法 (等差中项法)：2an+1 = an + an+2 (n ∈ N+) ⇐⇒ {an} 是等差数列。

3. 通项法：an = pn+ q (n ∈ N+) ⇐⇒ {an} 是等差数列。

4. 前 n 项求和公式法：Sn = An2 +Bn (n ∈ N+) ⇐⇒ {an} 是等差数列。

推论

等差数列前 n 项和公式：Sn = n(a1+an)
2

= na1 +
n(n−1)

2
d ♢
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14.3 等比数列

等比数列

等比数列：如果一个数列从第 2 项起，每一项与它的前一项的比等于一个常数，那
么这个数列叫做等比数列，这个常数叫做公比，用 q 表示 (q 6= 0)。 ♡

等比中项：如等比数列 {an} = a1, a2, a3, a4, . . . , an，其中 a2 叫做 a1 与 a3 的等比中

项；其中有 a22 = a1a3

等比数列的通项公式：等比数列 an 的首项为 a1，公比为 q，则 an = a1q
n−1

等比数列的性质：

1. a1 > 0, q > 1 或者 a1 < 0, 0 < q < 1 可推出 {an} 为递增数列;a1 < 0, q > 1 或者

a1 > 0, 0 < q < 1 可推出 {an} 为递减数列。

2. 若 m,n, p (m,n, p ∈ N+) 成等差数列，则 am, an, ap 成等比数列，即 a2n = am · ap。

3. 若 m+ n = p+ q (m,n, p, q ∈ N+)，则 aman = apaq。

4. 若 {an} 是有穷等比数列，则 a1 · an = a2 · an−1 = . . .。

5. 数列 {λan} 的公比仍是 q；若数列 {bn} 是公比为 q1 的等比数列，则数列 {an · bn}
是公比为 q · q1 的等比数列。

等比数列的前 n 项和公式：

Sn =

{
na1 (q = 1)
a1(1−qn)

1−q
= a1−anq

1−q
(q 6= 1)



15 导数 54

15 导数

导数涉及到极限概念，是高等数学的东西，高中在没有函数极限的基础上直接就学导

数，导致大部分东西都需要靠背，就比如说链式法则是靠微分来描述的，链式法则在高中

就是一个比较难得去背的点，对于二级结论更是只能靠硬记；这样记住的东西很容易忘

记，但如果自己推导出来就完全不一样，像是很多微分中值定理，我以前推出来用函数二

阶导判断其凹凸性的结论，我到现在还记得，所以如果学有余力的同学，可以拿一本数学

分析从数列极限到函数极限再到微分和微分中值定理都补一补。

我不会从头开始讲，但为了更好理解一些导数中的结论，我会讲一点微分便于理解。

15.1 微分的概念

一个给定函数 f(x) 在点 x 附近有定义，若 f(x) 的自变量 x 处产生了某个增量 ∆x

变成了 x +∆x，那么它的函数值也相应的产生了一个增量 ∆y = f(x +∆x) − f(x)；这

里 ∆x,∆y 分别是自变量和应变量的差分。

定义：对函数 y = f(x) 定义域中的一点 x0，若存在一个只与 x0 有关，而与 ∆x 无

关的数 g(x0)，使得当 ∆x→ 0 时恒成立关系式

∆y = g(x0)∆x+ o(∆x)

则称 f(x) 在 x0 处的微分存在，或称 f(x) 在 x0 处可微。

其中 o(x0) 是高阶无穷小量，g(x)∆x 是 ∆y 的线性主要部分，因为 g(x)∆x 是低阶

无穷小量，在加减时起主要影响。

当 f(x) 在 x处是可微的且 ∆x→ 0时，我们将 ∆x称为自变量的微分，记作 dx，而

将 ∆y 的线性主要部分 g(x)dx 称为因变量的微分，记作 dy 就有了

dy = g(x)dx

例如：y = f(x) = x2，可知

∆y = f(x+∆x)− f(x)

∆y = 2x∆x+∆x2

其中 ∆x2 是高阶无穷小量，g(x) = 2x，则 dy = d(x2) = 2xdx。
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可微必连续，但连续不一定可微

15.2 导数的概念

若 f(x) 在 x0 处可微，则有关系式

∆y = g(x0)∆x+ o(∆x)

由于 g(x0) 与 ∆x 无关，即知 g(x0) 是当 ∆x → 0 时，因变量差分与自变量差分的比值
∆y
∆x
的极限值。

定义：若函数 y = f(x) 在其定义域中的一点 x0 处极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

则称 f(x) 在 x0 处可导，并称这个极限值为 f(x) 在 x0 处的导数，记为 f ′(x0)。

若 f(x) 在一区间每一点可导，则称 f(x) 在该区间可导 f(x) 在 x0 处的导数还有如

下等价定义

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

函数 f(x) 的所有可导点的几何是 f(x) 定义域的子集，上面的定义可以构成一个新的函

数 f ′(x)，称它为 f(x) 的导函数。可知 Df ′ ⊆ Df

由微分关系式可知其 g(x) 就是 f ′(x) 故有

∆y = f ′(x)∆x+ o(∆x)

dy = f ′(x)dx

因此导数也叫微商。

对于一元函数，可微 ⇐⇒ 可导

15.3 函数的性质与导数的关系

导数的几何意义：曲线的切线斜率就是极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

的值，即 f(x) 在 x 处的导数值。
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不难知道，当导数值小于 0 时函数单调递减，导数值大于 0 时函数单调递增；我们
可以有这一性质来简单的画一个函数的草图。

函数的极值，定义：设函数 f(x) 在 (a, b) 有定义，x0 ∈ (a, b)，如果存在点 x0 的某

一个邻域 O(x0, δ) ⊂ (a, b) 使得：

f(x) ⩽ f(x0), x ∈ O(x0, δ)

则称 x0 是 f(x) 的一个极大值点，f(x0) 称为相应的极大值，类似的有极小值点，它们统

称极值；极值是相对与附近的，是一个局部性质。

有 x0 是 f(x) 的一个极值点，则 f ′(x0) = 0。

15.4 常用导数及运算法则

计算一个函数的导函数的运算称为对这个函数求导。

导数的四则运算法则：设 f(x), g(x)在某一区间上都是可导的，则对于任意常数 c1, c2，

它们的线性组合 c1f(x) + c2g(x) 也在该区间上可导，且满足如下线性运算关系：

[c1f(x) + c2g(x)]
′
= c1f

′(x) + c2g
′(x)

f(x), g(x) 它们的积函数也在该区间上可导，满足：

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

g(x) 在某区间可导，且 g(x) 6= 0，则它的倒数也在该区间可导：[
1

g(x)

]′
= − g′(x)

[g(x)]
2

推论： [
f(x)

g(x)

]′
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]
2

反函数求导法则：若 f(x) 在 (a, b) 上连续、严格单调递增、可导并且 f ′(x) 6= 0，记

α = min(f(a+), f(b−)), β = max(f(a+), f(b−))，则它们的反函数 x = f−1(y) 在 (α, β)

上可导，且有： [
f−1(y)

]′
=

1

f ′(x)

可以由这些定理推出基本初等函数的导数公式，这些没什么技巧看眼熟就行，实在不
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行自己再推一遍。

多个函数的导数四则运算很少会用到，因为考试的话计算量太大了，但我还是写一写[
n∑

i=1

cifi(x)

]′
=

n∑
i=1

cif
′
i(x)

其中 ci(i = 1, 2, 3, . . . , n) 为常数[
n∏

i=1

fi(x)

]′
=

n∑
j=1

{
f ′(x)

n∏
i=1,i ̸=j

fi(x)

}

复合函数是我们遇到的更多的情况，所有我们研究复合函数求导

设函数 u = g(x) 在 x = x0 可导，而函数 y = f(u) 在 u = u0 = g(x0) 处可导，则复合函

数 y = f(g(x)) 在 x = x0 可导，且有

[f(g(x))]
′
x=x0

= f ′(u0)g
′(x0) = f ′(g(x0))g

′(x0)

复合函数的求导规则可以写成
dy

dx
=
dy

du
· du
dx

一般称为链式法则

15.5 补充

看情况补充一些，隐函数求导、微分中值定理等的概念，还有一些求导方法，洛必达

泰勒一些常用方法。
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16 计数原理

计数原理属于组合数学里的东西，组合数学的题就是我们通常所说的“杂题”，在数

学竞赛中有些甚至与数论齐名的难度，这种题高考一般不会遇到，不过这个计数原理在我

们生活中是非常有用的，我觉得是为数不多对我们生活起直接作用的数学方法；可以将排

列组合应用于生物遗传计算、概率论等等，更方便的研究概率的东西。

16.1 加法和乘法原理

分类加法计数原理：完成一件事有两类不同方案，在第一类方案中有 m 种不同的方

法，在第二类方案中又 n 种不同的方法，那么完成这件事共有 N = m+n 种不同的方法。

可以推广为：完成一件事有 n 类不同的方案，在第 i 类有 mi 种不同的方法，则完成

这件事共有 N =
∑n

i=1mi 种不同的方法。

分步乘法计数原理：完成一件事需要两个步骤，做第一步有 n 不同的方法，做第二

步有 m 种不同的方法，则完成这件事共有 N = m · n 种不同的方法。
同样可以推广：完成一件事需要 n 个步骤，做第 i 步有 mi 不同的方法，则完成这件

事共有 N =
∏n

i=1mi 种不同的方法。

要分清楚“分类”和“分步骤”完成的区别，在它们结合在一起时先分类在明确步骤。

16.2 排列与组合

排列

排列的定义：从 n 个不同的元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素，按照一定的顺序排成
一列，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个排列。 ♡

排列数：从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素的所有不同排列，这个的个数叫

做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的排列数，用符号 Am
n 表示。

阶乘：定义如果 n ∈ N+，则 n 的阶乘为
∏n

i=1 i，用 n! 表示；特别的 0! = 1。

排列数的一些公式：

排列数公式：Am
n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1), n,m ∈ N+，并且 m ⩽ n，排列

数的公式可以写成：Am
n = n!

(n−m)!

全排列：将 n 个不同元素每一个都抽出来的一个排列叫全排列，这时全排列的排列

数为 An
n = n!
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组合

组合的定义：一般地，从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素合成一组，叫从 n
个不同元素中取出 m 个元素的一个组合。组合问题与元素的顺序无关。 ♡

组合数：从 n 个不同元素中取出 m(m ⩽ n) 个元素的所有不同组合，这个的个数叫

做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的组合数，用符号 Cm
n 表示，也有用

(
n
m

)
表示的，注

意上下顺序与前者相反。

组合数公式：

Cm
n =

Am
n

Am
m

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1)

m!

还可以写成：Cm
n = n!

m!(n−m)!
，规定 C0

n = 1。

组合数具有性质：

1. Cm
n = Cn−m

n

2. Cm
n+1 = Cm

n + Cm−1
n

可以看出 Am
n = Cm

n ·Am
m，对于组合数我们可以简记，如 C3

100 =
100·99·98

1·2·3 ，把分式下面部

分给去掉就是组合数了。

16.3 二项式定理

(a+ b)
n
= C0

na
n + C1

na
n−1b+ · · ·+ Cn

nb
n, n ∈ N+

简记为：
n∏

i=1

(a+ b) =
n∑

i=0

Ci
na

n−ibi

左边我不用指数用求连乘积是为了更直观的体现，左边有 n 项，而右边有 n+ 1 项。

其中 Ci
n 叫做二项式系数。

通项：二项展开式中第 k + 1 项 Tk+1 = Ck
na

n−kbk, (0 ⩽ k ⩽ n, k ∈ N+) 叫做二项展

开式的通项。

二项式系数的性质

1. 对称性：与首末两端“等距离”的两个二项式系数相等，即 Ck
n = Cn−k

n 。

2. 增减性与最大值：当 k < n+1
2
时二项式系数是逐渐增大的，由对称性可知后面逐渐

减小，最大值在中间；
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(a) 当 n 是偶数时，中间的一项 C
n
2
n 为最大值。

(b) 当 n 为奇数时，中间的两项 C
n−1
2

n , C
n+1
2

n 相等且同时为最大值。

3. 各二项式系数的和，推导过程：

(1 + x)
n
= C0

n + C1
nx+ · · ·+ Cn

nx
n

令 x = 1 就得到：
n∑

i=0

Ci
n = 2n

16.4 补充

(待补充) 后续在补充一些关于组合数学的内容，例如鸽巢原理，染色原理等高考出
现过的一些组合数学偏难怪考点。



17 随机变量 61

17 随机变量

这一章没啥好说的，高考试卷每次固定出一道概统大题，新教材加了全概率公式和贝

叶斯公式，通常会在概统题里给出公式,22 年新一卷可以看出，这道大题会有比较大量的
计算，拉高做题的时间成本。

这一章属于概率论的基本概念，因此也会有比较严格的定义，对于全概率公式和贝叶

斯公式等想进一步了解的可以看“概率论与数理统计”的书。

17.1 条件概率与独立事件

条件概率：在事件 A 发生的条件下，事件 B 发生的条件概率，用 P (B|A) 表示，有

P (B|A) = P (AB)

P (A)

乘法定理：

P (B|A) · P (A) = P (AB)

如果事件 B，C 互斥，则有：

P (B ∪ C|A) = P (B|A) + P (C|A)

如果 A，B 相互独立，则：

P (B|A) = P (B)

P (AB) = P (A) · P (B|A) = P (A) · P (B)

全概率公式：

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai)

贝叶斯公式：

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

P (B)
=

P (Ai)P (B|Ai)∑n
k=1 P (Ak)P (B|Ak)

, i = 1, 2, . . . , n

17.2 离散型随机变量及其分布

对于随机试验样本空间 Ω 中每个样本点 ω，都有唯一实数 X (ω)与之对应，称 X 为

“随机变量”。
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离散型随机变量：可取值为有限个或可以一一列举的随机变量。

离散型随机变量 X 可能取不同的值为 xi, (i = 1, 2, . . . , n) 这每一个值的概率 P (X =

xi) = pi 可以用表格表示，则称为 X 的概率分布列，简称为分布列。可知

n∑
i=1

pi = 1

如果 P (A) = p，则 P (A) = 1− p 则称 X 服从两点分布，或 0-1 分布。

17.3 离散型随机变量数字特征

E(X) =
∑n

i=1 xipi 为 X 的均值或数学期望，简称期望。

对于 X 为两点分布，如成功的概率为 P，则 E(X) = P；对于独立重复试验下，

E(X) = nP。

设 Y = aX + b 则它的分布列为：

Y ax1 + b ax2 + b ax3 + b

P P1 P2 P3

且有 E(Y ) = aE(X) + b

随机变量 X 的方差 D(X) =
∑n

i=1(xi − E(X))2pi，有时记为 V ar(X)。

称
√
D(X) 为标准差，记为 σ(X)。

如果 X 成两点分布，有 D(X) = P − P 2 = P (1− P )，

如果 X 为重复独立重复试验：D(X) = nP (1− P )

17.4 独立重复试验

一，伯努利试验 (独立重复试验)：只包含两个可能结果的试验；将伯努利试验独立重
复 n 次，则称为 n 重伯努利试验，有以下特征：

1. 同一伯努利试验重复做 n 次 (概率相同)；

2. 各次试验结果相互独立。

独立重复试验

P (
n∏

i=1

Ai) =
n∏

i=1

P (Ai)
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二，一般地，在 n重伯努利试验中，设每次试验中事件 A发生的概率为 P (0 < P < 1)，

用 X 表示 A 发生的次数，则 X 的分布列为

P (X = k) = Ck
np

k (1− p)
n−k

如果有以上形式的，则称 X 服从二项分布，记作 X ∼ B(n, p)。

n∑
k=0

P (X = k) =
∑
k=0

Ck
np

k (1− p)
n−k

= [p+ (1− p)]
n
= 1

三，超几何分布

一般地，设一批产品有 N 件，其中有 M 件是次品，从 N 件中随机抽取 n 件 (不放
回)，用 X 表示抽取 n件的次品数，X 分布列为 P (X = k) =

Ck
MCn−k

N−M

Cn
N

, k = m,m+1,m+

2, . . . , r ，其中 n,N,M ∈ N+,M ⩽ N,n ⩽ N,m = {0, n −N +M}max, r = {n,M}min,
如过有以上形式，则称 X 服从超几何分布。

令 p = M
N
，则 p 是次品率，X

n
是抽取 n 件中的次品率，有 E(X) = np

顺带一提新版教材和旧版教材在超几何分布的定义上有些不同。

17.5 正态分布

1. 连续型随机变量：取值往往充满整个实轴，但取一点的概率为 0。

2. 正态曲线：
f(x) =

1

σ
√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R

其中 µ ∈ R, σ > 0 为参数。

对于任意的 x ∈ R, f(x) > 0，它们的图像在 x 轴上方，可证 x 轴和曲线区间区域面
积为 1；我们称 f(x) 为正态密度函数，称为正态密度曲线，简称正态曲线。

若 X 服从参数 µ, σ 的正态分布，则记 X ∼ N(µ, σ2)，特别的当 µ = 0, σ = 1 时，

称 X 服从标准正态分布。

3. 正态曲线有以下特点：

(a) 曲线是单峰的，关于 x = µ 对称。

(b) x = µ 时，达到峰值 1
σ
√
2π
。

(c) 当 |x| 无限增大，曲线无限接近 x 轴。
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(d) x 轴与曲线间区域面积为 1。

若 X ∼ N (µ, σ2)，则 E(X) = µ,D(X) = σ2。特别的

P (µ− σ ⩽ X ⩽ µ+ σ) ≈ 0.6827

P (µ− 2σ ⩽ X ⩽ µ+ 2σ) ≈ 0.9545

P (µ− 3σ ⩽ X ⩽ µ+ 3σ) ≈ 0.9973

这被称为“3σ 原则”
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18 成对数据统计分析

这一章是统计学里两章内容缩水糅杂在一起的，理解上可能有点跳跃，有条件可以看

看统计学的书，样本相关系数涉及到 n 维向量内积的方法还是蛮新颖的，可以推出柯西
不等式的方法。

18.1 成对数据的统计相关性

变量间的关系常见的有两类：一类是确定关系，即函数关系；另一类是变量与变量间

虽然确定存在关系，但又没有确切到可有其中一个去精确的决定另一个的程度，这种关系

叫相关关系。

如果从整体看，一个变量增加时，另一个变量的相应值也呈现增加的趋势，则称这两

个变量为正相关；如果一个变量增加时另一个变量减小则称这两个变量为负相关。

散点图：成对数据可以用表格表示，也可以用点的形式表示为 (xi, yi)，这一串点的

图叫做散点图。

线性相关：如果两个变量的取值呈正/负相关，而且散点落在一条直线附近，则称这
两个变量线性相关。

设 sx =
√

1
n

∑n
i=1(xi − x)2, sy =

√
1
n

∑n
i=1(yi − y)2，x′i =

xi−x
sx

, y′i =
yi−y
sy

则有

r =
1

n

n∑
i=1

x′iy
′
i =

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
√∑n

i=1(yi − y)2

其中 r 称为 x 和 y 的样本相关系数。

当 r > 0 时，称成对数据正相关，这是一个数据变小，另一个数据通常也变小；一个

数据变大，另一个数据通常也变大；反之当 r < 0 时一个变小另一个通常变大。

将 x′i, y
′
i, (i = 1, 2, . . . , n) 分别看成

−→
x′ ,

−→
y′ 在 n 维上的坐标；则

−→
x′ ,

−→
y′ 的内积公式可

以推出，r = cos θ，故 r ∈ [−1, 1]。

当 |r| 越接近 1 时，线性相关程度越强；|r| 越接近 0 时，线性相关程度越弱。
当 |r| = 1 时 θ = 0，故

−→
y′ = λ

−→
x′。即

yi − y

sy
= λ

xi − x

sx
, i = 1, 2, . . . , n

表面 (xi, yi) 都落在直线 y − y = λsy
sx

(x− x) 上
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18.2 一元线性回归模型及其应用

1，散点大致分布在一条直线附近：{
Y = bx+ a+ e

E(e) = 0, D(e) = σ2

该式为 Y 关于 x 的一元线性回归模型，其中，Y 为因变量/响应变量，x 为自变量/解释
变量；a, b为模型的未知参数，a为截距参数，b为斜率参数；e是 Y 与 bx+a间的随机误差。

2，最小二乘估计
将 ŷ = b̂x + â 称为 Y 关于 x 的经验回归方程，也称经验回归函数或经验回归公式，

图形为经验回归直线，求经验回归方程的方法叫最小二乘法，求得 b̂, â，叫做 b, a 的最小

二乘估计。

其中 {
b̂ =

∑n
i=1(xi−x)(yi−y)∑n

i=1(xi−x)2

â = y − b̂x

整体接近程度 Q =
∑n

i=1(yi − bxi − a)2 =
∑n

i=1 e
2
i

对于响应变量 Y，通过观测的数据为观测值，通过经验回归方程得到的 ŷ 称为预测

值，Y − ŷ 称为残差。

可以用 R2(决定系数) 为比较两个模型的拟合效果。

R2 = 1−
∑n

i=1(yi − ŷi)
2∑n

i=1(yi − y)2

18.3 列联表与独立性检验表

分类变量：讨论如“吸烟是否会增加患肺癌风险”的问题，常用一种特殊的随机变量，

以区别不同的现象或性质。

2× 2 列联表：将数据分类统计，做成表格的数据统计表，例如：

Y=0 Y=1 合

X=0 a b a+b
X=1 c d c+d
合 a+c b+d a+b+c+d
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其中有

χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)

当 χ2 越大，X，Y 相关性就越强。(旧教材中 χ2 用 K2 表示)
χ2 = k，k 为观测值，有一套临界值表：

犯错概率 P (χ2 ⩾ k0) 0.5 0.40 . . .

观测值 k0 0.455 0.708 . . .

通过 χ2 的取值推断 X 和 Y 是否独立的方法称为 χ2 独立性检验 (卡方独立性检验)，
简称独立性检验。

判断 X = 1 和 Y = 1 间是否有关联，需判断假定关系是否成立

H0 : P (Y = 1|X = 0) = P (Y = 1|X = 1)

称 H0 为零假设或原假设。
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